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 ��� �
�������
� 
� ��	�	� ��	 
	���	���

� ��� �
�� ����	 	������

�

���� �	 �
����� ������
������� �

��� ���� �
�����	���� 	�������	 �
��
����	 ���
��

Σ ���	
 ���� 
	����
��� �
�����
���  
��	!�	����� ��	 ����	������	 
	����� �	 �	�	�
�

�	
	 ���� ����� ������
��� 
	����� ���	
 �
�� �	�� ��� ��

�� ����
��	�� ������
�����

��	
	 �	 ������ �	��	 (ξ1, ξ2) �� ��
�	 ��� 
	����	 Σ �� �� 	������

 �

 ��	 ��
����	


� ξ �
 
����� �	�����	 ����������� ���	���� " �

���	� ��	 �	����� 
� ��	�	 
	������ � ��

��	 ���� �	��� �	 �
��� 
� ���� �	 ��	� �� ��	 �
�� �
�	� �
��
�	�� 
� ��	 ���	
#

����	������	 �	���������	� 	�������
� 
� β �� ��	 �

��� �

��	� $%&�

��� ������	 
������
��

'�
 ������	� �( 	������

� ����� 
� 
	����� �

 ������	� 	�������
� 
� ��	 ���	
�	 
�

� �

��� �	�� �������	� �� (
��
� ) *������ $+,,-&� .

	 �

����� ��	 ���	
���
	 ���

�
����	
	� ������	� 	������

� �� ���	

�� 
��	
 �
��	���� ��� �	 
	�	
 ��	 
	��	
 �


(
��
� ) *������ �

 �	����� ��� 
	�	
	��	�� /
 
�
 ��
��	��	 ��	 
��� 
��	
 ���	
 �


�
	�� ����	 �����	 �	���������	� 	�������
� �� �( �
�	�� �� 0�
��
 ) 1

�	
 $%2+3&�

��
 ��� ���� ������	� 	������

� �
 �
� 	���� ��	� ��	 ��
��	�	
 ����	 �� ��
	�

��
���	�� /�	 �
�	����	��	 
� ������	� 	������

� ��� �		� �
�	� �� 
��	
 �
�������
�

	�
�
�	�
�� �
��	��� �� 0�
��
 ) 1

�	
 $%2+%&�

/�	 �

��	
 ���	
���
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���
	 �
	� �
� �����

���� ������	� �
�	��� �� 
�� �
�
������	� �
������ ��
���
��� ��������� ���� ��� �����
�
���		�

�
������ �
 ��
���	 ����	� �
 
�� ��
�� �� ��
�����
� �
 ���
����
��
 
� ��
��� ������	�� ��
� ���


β� ��
�� �������� 
��
 ��
���� 
�� ����
 
����	 ���� �
 ��		 
�
 �
 ��
���	 �� 
��� 
��
 ���
� ��


�� ������	� ��
���
��� 
�����	��� ��		 ��
����� 
� β �� 
�� ����	� ���� �
�������� ��
�� ��
�����
�� �


���
����
��
 ���� 
�
 ����� ��� ��
�����
�� �� ����

��

5



�������� ��	�
�	��� �� ���	� ��

���� 	���� ��� ���� ����	��	��� �������� �� ������

����� ���

	�	�� ���� 
��
��	���� ��� 	�� ���������� ����� �� 	�� ���	 ���	��� �� 	��

��	�����	���� �� ���� �� ���� �	 ��� ������ ��� 	�� ���������� 	�������

 �� ��	����	 �� ���	� ��

�� �����	� ��� � ���
�� 
���� ��	� !���� ������� ���


�������� �� 
�	���	�� �� 	�� ���! "# ��	���	���� ����� 	��� 
���� ������ ���

	�	������

����� ���! "# ��$������ �� �� %	����� & %	��! �'(()� ���� ���� *

����+ ,�� "�

���	���	 	� %	����� & %	��!� �������� ��� �����	� ����� ��� ��	����!����	��� ����	�����

�� �������� �������	�� ������ �� �� -��������� ����)�� .�� 
��
��� ����� �� �����	 ���! ��

���! ���	��
��	� ���� �������� ���� �� ��������� ��	��� 	��� ��	�
�	���� %�� *������

���'�� ��� ����	����� �����������

%��� ���	���	���� ���� ���� ���� �� �	��� ��		���� �� 	�� �����
�	���� ��	���	����

��	����� 	�� ����� �� ��	�� �� ��������� �� �� ����� ���� ���	���	���� 	� �

���� 
�
/

���	��� ������� ��	��� 	��� ��	�
�	���� 0����	 �+�

��� ������� 1��� �	 ��� ���'2�

��� ������� 
�
��� ��	�� 	������� ����� ��� ���� ���	���	���� 	� 
��	����� ����	��� ���	��

��	����������� 
������ "�������� ��� ���� ���	���	�� 
���
�	��� ��� ���� 	���	�� �� 3�

*������ ����'� ��� 4����5���+ �	 ��� �'(6��� �
��� �	�����

� �������	 
�������
� ���� � ������ ����������

.� ��	������ ��� �������� ��	�
�	���� �� ���	 ����� �� 	�� 7��	/����	���� 
���� ��	� �

������ ���	��
��	� k = 1� 8� ���� 	��	 �������� ��	�
�	��� �� β �� 	��� ���	�+	 �� ���!��

	� �������� ��	�
�	��� �� 	�� ������� �� � ���
�� 
���� 9���� 	��� ���	 �� ����	���	 ��

�������� ��	�
�	�� ��� β� ���� 	��	 �	 �� ���$��� ��� ������� ��
� �� �	� ���	�/��

��


��
��	���� 8� ��	� 	�� !�� ���� 
����� �� 	�� ���	 �	��� ���� ���	���	���� ��� ����

	��	 ��� ��	�
�	�� �� �$�������	 	� �%:% ���� 	��� �;����	� ���� 	�� ���	��
��	� ���

�	�����

"� 	�� 7��	/����	���� ���	�+	 ξ1 ��� ξ2 ��� ������� ��� �� ���	�

Σ =

⎛
⎝ Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

⎞
⎠ =

⎛
⎝ σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

⎞
⎠ .

)



��� ������	 �
 ���
	��
�� β �����
��� ������� �� ���� �
 ���
	��
��

β =
πβ

π
=

E [ξ1]

E [ξ2]
. ���

��� �������
���� �� ���
	��� β̂2SLS = ξ1
ξ2


� ��� ������� ��	���������� �
 ���� �� 
�

����������� �������� ��
� ���
	���� ��� �� 
������ 	�	����� ��
� ���� �
 ���
��������

�� ���� ��� 
��� ���� ��� �!������
�� �
 ��� ���
� �
 ��� �����	 ���
����� 
� ��� 
�

������� �"��� �� ��� ���
� �
 ���
� �!������
����

��� 
��	 �
 ��� ����������� �������� �� �������� �� ���
�
�� �� ���
���� ���
	�����

#������ �� ��� ��������� �� ���
	���� τ̂ ��
�� ��� 
� ���
���� 
�� 1/π ��� ��� �������

�� ��� ���� ���$ ������� ξ2� �
 �� ���� ��%��

δ̂ (ξ,Σ) =

(
ξ1 − σ12

σ2
2

ξ2

)
, �&�

�� ���� ���� E
[
δ̂
]
= πβ−σ12

σ2
2
π� ��� δ̂ 
� 
���������� �
 τ̂ � ����� E

[
τ̂ δ̂

]
= E [τ̂ ]E

[
δ̂
]
=

β− σ12

σ2
2
� ��� τ̂ δ̂+ σ12

σ2
2
�
�� �� �� ���
���� ���
	���� �
 β� ����� ��� ������	 �
 ���
����

���
	��
�� �
 β ������� �� ���� �
 ���
���� ���
	��
�� �
 ��� 
������ �
 � ���	�� 	����

��� �����	
� �	
���
��� �� 
�
 ���
�	
 �� � ������ �
��

� ������ 
��	 ��
��� ' (
���
� �)**+� ����� ���� ���
���� ���
	��
�� �
 1/π 
� ����
���



 �� ����	� 
�� �
�� 
� ������ ,�� Φ ��� φ ������ ��� �������� ���	�� ��
 ��� ��


�������
���$�

����� ���� �����

τ̂
(
ξ2, σ

2
2

)
=

1

σ2

1− Φ (ξ2/σ2)

φ (ξ2/σ2)
.

��� �		 π > 0
 Eπ [τ̂ (ξ2, σ
2
2)] =

1
π
.

��� ���
���
�� �
 τ̂ (ξ2, σ
2
2) 
� ��
��� ' (
���
� �)**+� ���
�� �� ��� �����$ �
 �
����

���� ,������ �����
��	�� ��� �-��� �
���� �$ ��$ �
 
���
�
��� ���

$
�� ���
�������� 
�

� ����
���
������ �������� �!���
��� �������. 
�� ��� 
��������� ������� �� ���� �������

��� ��������$ ���
���
��� 
� ��� ����
 �
 ,�		� /�)�

0



���� ��� ����	
� ��� τ̂ � 
� ��� ��� ���� ���� ��������� ��� �
� ���������� 
���� ���

���	��
� �������
� ��� � ���������� �������� �� 1/π� ������ �� �� �������� �� ����������

������� ������������� ��� ����������� ���� π > 0� ������� �� ��� ���� 
���� ����������

�� π �� �����	� ���� ��� ���� �ξ2 �� ���� 
���� ��
����� �� ��� �������� ����������� ��

�� �
��� �� ��� ���	��
 �
	���� ��������� 1/ξ2� ��� ������ �������� �� �� ���������

������	���� �� � 
�

� ��
� �����!������� �� ��� ���
 �� ��� �����
 ���� 
���� �� 	���

�!�������
� �� ��� 
������	�� �� �!����� ��
	� 
���� �������� ��� �����
 ���	����� ���

��������� ���� "�	����� #�$�% �� &��������� �� �
� #'()� ��� ��� ��������� �� ���� ��� 

��� ���
���������� *� ����	�� ���� �	����� �� ������� +�$�

��� ������	
 ����
����� �� β

,���� �� 	������� ��������� �� 1/π 
���� ������� ��
� �� ξ2� 
� ��� ������	�� ��

	������� ��������� �� β �� �	������� ������ -�������� ���� ��������� �� 	���	��

������� ��	� �����

β̂U (ξ,Σ) = τ̂ (ξ2, σ
2
2) δ̂ (ξ,Σ) +

σ12

σ2
2

= 1
σ2

1−Φ(ξ2/σ2)
φ(ξ2/σ2)

(
ξ1 − σ12

σ2
2
ξ2

)
+ σ12

σ2
2
.

��� ���	
���
 β̂U (ξ,Σ) 	� ���	���� ��
 β �
��	��� π > 0�

��
����
� 	� ��� ��
�
���
 ����� ��� �����	�� �� ���� ��� ���� β̂U (ξ,Σ) 	� ��� ��	���

����
����
	��� ���	���� ���	
���
 ��
 β� 	� ��� ����� ���� ��� ����
 ���	
���
 β̂ (ξ,Σ)

���	���	��

Eπ,β

[
β̂ (ξ,Σ)

]
= β ∀π ∈ Π, β ∈ B

� �� ���	����

β̂ (ξ,Σ) = β̂U (ξ,Σ) a.s. ∀π ∈ Π, β ∈ B.

.��� ���� ��� �����������
 /0 ��������� ��� �� 
������ ��

β̂2SLS =
ξ1
ξ2

=
1

ξ2

(
ξ1 − σ12

σ2
2

ξ2

)
+

σ12

σ2
2

.

'



����� β̂U ���	
� �
�
 ��	 ����	������� �� 	���
���
 ���� �� ���� �� 
	����	� ��	 �������

	���
��	 1/ξ2 ��
 1/π �� ��	 ������	� 	���
��	 τ̂ � �
�
 
	����� �� 	��� ��
��� � !!"#�

$	 ���	 ���� τ̂ < 1/ξ2 ��
 ξ2 > 0� �� $�	� ξ2 �� �������	 β̂U ��
��%� ��	 ����	�������

�� 	���
���
 ��$�
�� σ12/σ
2
2�
� �� ����
���� $�	� ξ2 < 0� β̂U ��	� �� ��	 �������	

���	 �� σ12/σ
2
2 �
�
 ��	 ����	������� �� 	���
���
� ���	
	�������� ��	 ��� ���$ ����

��	 ������	� 	���
���
 �� �����

�� 
�
	 ��%	�� �� �	 �� ��	 ��

	�� ���� ���� �� ��	

����	������� 	���
���
� �� ��	 �	��	 ����

Prπ,β{sign(β̂U) = sign(β)} ≥ Prπ,β{sign(β̂2SLS) = sign(β)},

$��� ��
��� ��	&������ �� ��
	 ��������

��� ���� �	
 ��
�	�� �� ��� �	�����
 ����
����

��	 ���&�	�	�� �� β̂U �
��� ���
����
��	� 	���
���
� �
���	� ���� β̂U 
���
��	� ��	


��% Eπ,β	
(
β̃(ξ,Σ)− β

)
�����

�� ��	
 π, β ��� ��	
 ��	 ����� �� ������	� 	���
���
�

β̃ ��
 ��� ���� �������� 	 ���� ���� 
����
������� ������ 
	���	 
��%� �� ��
������
�

�� '	��	�(� ��	&������ β̂U �� �����

�� 
���
�
 
��% ��
 ��� ����	) ���� �������� 	�

���� ������	� �������	 ����	 ���� �� $	�� �� �&��
	� 	

�
 ���� �
 Lp ���� ��
 ��� p ≥ 1�

*�$	�	
� 	�	
	���
� ������������ ���$ ���� |β̂U | ��� �� ��+���	 p�� 
�
	�� ��
 p > 1�

���� ��	 ���� ���� β̂U ��� �����

�� 
���
�� 
��% �
���	� ���� ��� ������	� 	���
���



��� ���	 �� ��+���	 p�� 
�
	�� ��
 ��� p > 1� �� ��
������
� $���	 β̂U �� ��	 �����




���
�
 
	�� �������	 �	������� ������	� 	���
���
 �� β� �� �� 
���
�
 ��
����	

������	� ���� �� ��	 �	��	 ���� ��� ������	� 	���
���
� ���	 ��+���	 ��
����	� ,	


	��
� ���� 
	���� �� ��	 �����$��� ��	�
	
�

������� ���� ��� ε > 0� ��� ��	�
�����
 �� |β̂U(ξ,Σ)|1+ε �� �
�
��� ��� ��� π, β� �����

����� �� ��� 	�������� �	�
� ��� 
�
���
� �
 �	�
 ��� ���
 �
� �
������ ��������� �� β

������ ���� 	�
���
��� �
�
����	�
 �
 	� ���	��� � ����� ������ ��� ��
�
����
�	� �����
� σ12/σ
2
2

	
 ��� ������	�	�� �	
	� �� ��� � � �
�	
����� ������ ��	
 ���
 ��� 	� ������� ���� ����� ������

�

�
��	��
 �� ��� ����� 
��������!
�"�	
 �������� 	
 ��� ���
 ��	#�� �� ��� ���	�
�� �
�	
����� ����$��!

-!



��� �� ������� 1 + ε 	
	����

��� ��� ��	� �
 ��� �
�� �����
��
��

�� ��� �����	
����� �� 
��
�	 ��
� �� �� ����
����� ��
���
��� �� 
��
�� ��
� ��� ����

�� ��� �������
�� ���
�������� �� ������ 
�	 ������� ��� ����� ��
� ���� �����������

�
���� �� 
���� ��
��
���
��	 �����
���� �� β �� ���  
����	������	 ��	��� �� �
��� 


����������� �� ��� �
�
����� ��
�� �� ������
�� ��� 
� 
���
��	 �����
��� �� �!����

�� ���  
����	������	 ����
� �" ��	�� ���� �
�
����� ��
�� {(π, β) ∈ R
2} , �������

��# �� $��
�� % &����� '�(�#) ������� ��
� �� ��
�� ��	�
�� �� �

����� 
���
��	

�����
��� �
� �!���� *�+�� ���� ���
��+� ���
��� ��� ������+� �����
���� �� �������

��� �
� ���� �
��������� ��� ��� ����� �� ��
� �� ����������� ��� ���� �� π �� ��

�������� ������+�� ��� �
�
����� ��
�� Θ 
� 	����	 �� ',) +���
��� -��
������ ��, ��

$��
�� % &����� '�(�#)� 
�	 �� ���	��� ����� ���
��+� ���
�� ��
�����
���� ���
���+����


��
���� ��� ���� �� π �� ����� ���+�	��  
�� ���
�� ������
���� �� 
���� ��
��


���
��	 �����
���� �� β� .�� �
����� 	���
����� �� ���� ����� �� ����� ��� ���������	

��
	�� �� -����	�! /�

��� �����
�� �
 β̂U ���� π 
� �����

0���� ��� �������
���� 
���
��	���� �� β̂U �� 
���
����� �� �� 
��� �
�
�
� �� �����	��

�������
��� ���� ��� �����
����� 
�� ������ ������
��+�� ���� ���

����� ����� ��

���� ��	�� �� �
���� π �� �� �
���� ���������	� �� ��� ���+������
� ������������
����


���������� ����� ��� �!�� ��� 	
�
 �����
���� ������� 
�	 �
��� ��� �
���� ��1� ��

���������

���������� 	
 ��
 �
	�
������
 
����� �� ���
� ���� ����
��	
�����

� ��������	�� �	�� ����
���
�

�� ��	
� π �
� ���	
� T → ∞� ��	�� �
�
� �	�� ��
�	�	�
� �
 Z �
� V ar
(
(U ′, V ′)′

)
�	�� �
���� 	


Σ → 0 	
 ����  ��
!
�� 	� 	� ����	���"������ �� ���� ���� ��
 #
��!	�� �" β̂U � β̂2SLS � �
� ��
� ���
�


��	������ 	
 ��	� ���
 �	�� #
 ��
 ���
 �� ��
 #
��!	�� �#��	

� #� ����	
� Σ ��
� �
� ���	
� π ��

	
�
	��� $
 "���� �
 ��
 ����
� ���
 �
�
 �� �	���	"� ��
 
����	�	�
� %

 &��

�	� '� ��	�� ���!	�
�

��������	� �
����� �	�� �
 �
�
��
 
���� �	���	#��	�
� "�� ��������	� �
����� �
�
� T → ∞�

��



�� �� ��������� 	
���
 ��� ��
�	��� 	�� ����������	� �� �����	���� ����� ���� ��

��	� ��� ������ ��
�������� τ̂ (ξ2, σ
2
2) ��� 1/ξ2� ����� ��� �����	���� ��� 1/π ��������

�� 	 ���� ����� �� 	�������	���� ��� �	��� �	���� �� ξ2� �������	���
 	� ����� �� ��	��

 !"#"$  ������� !�%�&$
 ��� ξ2 > 0 �� �	��

σ2

∣∣∣∣τ̂ (ξ2, σ2
2

)− 1

ξ2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣σ

3
2

ξ32

∣∣∣∣ .
����
 ����� ξ2

p→ ∞ 	� π → ∞
 ��� ��������� 
������ τ̂ (ξ2, σ
2
2) 	�� 1/ξ2 ���������

�	����� �� '���  �� ���
	
�����$ 	� π ������ (����)������
 ��� ��
�	��� �����	��� β̂U

 	�������	���� ����	��'��$ �	� ��� �	�� �������� ������
����� 	� ��� ����������	� ��

�����	��� β̂2SLS 	� �� �	*� π → ∞�

������� ��	� �� π → ∞� �����	
 β �	� Σ �
���

π
(
β̂U − β̂2SLS

)
p→ 0.

��	�����	���� β̂U
p→ β �	�

π
(
β̂U − β

)
d→ N

(
0, σ2

1 − 2βσ12 + β2σ2
2

)
.

����
 ��� ��
�	��� �����	��� β̂U 
��	��� 	� ��� ��	��	�� �� �����	��� ��� �	���

�	���� �� π� (����)������
 ��� �	� ���� ��	� ����� ���� �����	��� 	���� ���� ������+

����	� ��	��	�� ������ ���� ����� 	���������	��� �	��� ��������� ����� ������+����������

	����������� ��� �������� , ��� ���	����

� �������	 
�������
� ���� �������� �����������

-� ��� �������� ��� �	�� ���� �������� �����������
 ����� ��� ����� �� ����� 
�  #$

	��  !$ ���� k  ��� ��������� �� Zt
 π
 ξ1 	�� ξ2$ ���	��� ��	� 1� �� �� ������� #�!


�� 	����� ��	� ��� ���� �� �	�� ������� πi �� ��� ���� ��	�� ������ �� *����
 	�� ��

����	��'� ���� ���� �� 
� ��������
 ������ ��� �	�	����� ��	��  &$�

.���� ��� ������� �� ������� ! ��� �	� ��������� 	� ��
�	��� �����	��� ��� β �� �	��

�������� �	��� /�� 	�� ����� i ∈ {1, . . . , k}
 ��� ��
�	��� �����	��� 
	��� �� (ξ1,i, ξ2,i)

#!
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���� 
� ��
��
�� ��	 β ���� k > 1� ��� ��� ��
� ���� ����	�����
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 �� ��� ��
��
�� �
������	
 
�
�� �� ����	��� ��
�	�����
� �
���
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������	 
�
�� �� � ���� �����	 ���
������� �� ��
�	�����
 �
 ������	

��

�
������ 
� ���� �
 ��� �����	 ���
������� �	�
�	��
 ��� 
��� 	�
�	������� ������	�


��� ���	�����
 ���� ��� ����� �� ����	������ �	�� ��� ���� �
��� ��� 	������� 
�	�����

�� ��
�	�����
 ��� 
� ���� ��������� 
� ��� ����� ���� ��� ��
�	�����
 �	� 
�	����

!� ����	�
�� ��� �
��� "#$# �
������	 �������
 �
�������� � ������ �� ��� 
�	�����

��������� ��
� %������� ��	� 
� ������ ‖π‖ → ∞& ���� �		�	
 �	� ����
����
���� '�
����� �� ���
 ��
� "#$# �
 �
������������ �(�������� �� �� �����
�
�� �
������	 ���� �
�


��������� �� π �� ����
� ��� ������� ���
������� �� ��
�	�����
� )��
� � 	��
���
��

���� �
 �� ���
�	��� �� �
������	 ���� %*& �
 ��
��
�� ��	 ���� π ��� %"& �
 �
����

��������� �(�������� �� "#$# �
 ‖π‖ → ∞�� '� ��� 	�������	 �� ���
 
������ �� �	
�
���	����� � ���

 �� ��
��
�� �
������	
 ��� ���� 
��� ���� � %���
�
��& �
������	 ��

���
 ���

 ������
 ��� ��
�	�� 
�	��� '+ � ������ �	���	��� ,�	���	� �� 
��� ���� ��

��� ���	���������� ��
� �� �
 ��

�
�� �� ���
�	��� ��
��
�� �
������	
 ����� �	� 	�
�
�

�� 
���� ���������
 �� ��� �	
� 
���� 
��� 	�
�	������� ,������� �� ��	��� 
����
 �� ���

�������
�� 	�
� �� ��� �
������	 ��	 ����� ‖π‖ ��� 
��� ����� ����� ��� ��
��
�� �
�����
��	
 ��
�	�
�� �
��� ������� ���������� �� �� �
�������� 
��
� �
 ‖π‖ → ∞ 	���	���
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���� �� ��� ����� #� 
��
����
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���� $�$

������ �������� ��� ������
� ��������%�� 
���
��� �� ��
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��� � �����	
 �
	�� 
� ����	��� �����	�
��

���

ξ(i) =

⎛
⎝ ξ1,i

ξ2,i

⎞
⎠ ��� Σ(i) =

⎛
⎝ Σ11,ii Σ12,ii

Σ21,ii Σ22,ii

⎞
⎠

�� ��� 	��
��� �
	� ��� �	�� ����� �������
	� ����� 
� ��� i�� ����	
���� ��� ����	

��	����� ���	��� 	������������ �
 ���� β̂U(ξ(i),Σ(i)) �� ��� 
������� �������
	 ����� 
�

��� i�� ����	
����� ����� � ������ ����
	 w ∈ R
k ����

∑k
i=1 wi = 1� ���

β̂w(ξ,Σ;w) =
k∑

i=1

wiβ̂U(ξ(i),Σ(i)).

����	��� β̂w �� 
������� �
 �
�� �� w �� �
�	���
�� ���
���� w �
 ������ 
� ��� ����

ξ� �
����	� ��� ���	
�
�� ���� ��	

�� ��� ���������� ������� ��� ������� ��� ���

�������
	� β̂U(ξ(i),Σ(i))�

�
 ��
�� ���� ���� �� �	�� �
�����	 � 	���
����� 
������� �������
	 ��� ���� �� �

��� �
�����
��� ���������
� ����� ��� �
!����� ��������� ξ �
 ��������� ��� 	���
������
��

��� ζ ∼ N(0,Σ) �� ����������� 
� ξ� ��� ��� ξ(a) = ξ + ζ ��� ξ(b) = ξ − ζ� ���� ξ(a)

��� ξ(b) �	� "
��
�����
�����# ����������� �	��� ���� ��� ���� ��	����� ����	��
��
�

�� ξ� ���� ���� Σ �� 	������� �� 2Σ� $� T �� ����� Z ′Z �� ��� ���� ��	
�� ��� �	�� ���

���
�� ������ 
� ��� ������� ��� ��� �		
	� �	� ���� ���� ξ(a) ��� ξ(b) ���� ��� ����

%
��� ����	��
��
� �� ��� 	��
��� �
	� �������
	� ����� 
� ��� �	�� ��� ���
�� ���� 
�

��� ������� ��
�� �� ��� ���� 
� ����� �� �����&������ 	��
���&�
	� ����������

��� ŵ = ŵ(ξ(b)) �� � ����
	 
� ���� ��������� ������� ����
∑k

i=1 ŵi = 1� '� ���

������������ 
� ξ(a) ��� ξ(b)�

E
[
β̂w(ξ

(a), 2Σ; ŵ(ξ(b)))
]
=

k∑
i=1

E
[
ŵi(ξ

(b))
] · E [

β̂U(ξ
(a)(i), 2Σ(i))

]
= β. "(#

�
 ��������� ��� �
��� ���	
�
��� �� ζ� ����� ��� )*�
&'��� ��������+ �������
	

β̂RB = β̂RB(ξ,Σ; ŵ) = E
[
β̂w(ξ

(a), 2Σ; ŵ(ξ(b)))
∣∣∣ξ] .

,-



������������ 	
 β̂RB 
	��	�� �

�������� 
�	
 ��� ��� ��� ��� 	
 �������� ���������	���

����� β̂RB �	�� �	�� �	 	�� ��	������� ���� � ��
��� ��	��� 
	�
� �� ��� �� �	
�����

�� ����������� 	��� ��� ����������	� 	
 ζ� ���� ��� ������ �� �	�� �� ��
�����	�� ������

��� ��
��� ������� 	
 β̂w 	��� ��
������ ����� 	
 ξ(a) ��� ξ(b) ����� �	����� ξ �� ���

	������� ������

��� �����	
��
� ���� ���� ����� ������ �� ���������
�

�� �	� ��	�	�� � ��� 	
 ������� ŵ ����� ����� �� �������� ����
��	� ���
��	�������

� �������� �	 !"#"� �	 
	������ ����� �������� �	�� ���� 
	� W = Z ′Z ��� ei ��� i��

�������� ����� ����	�� ��� !"#" ����
��	� ��� �� ������� ��

β̂2SLS =
ξ′2Wξ1
ξ′2Wξ2

=
k∑

i=1

ξ′2Weie
′
iξ2

ξ′2Wξ2

ξ1,i
ξ2,i

,

����� �� ��� $%% ����
��	� ���� ������ 
����� W = Z ′Z� ����� ��� !"#" ����
��	�

�� � �������� ������� 	
 ��� !"#" ����
���� ����� 	� ������ ������
����� ����� ���

������ 
	� ����
��� ξ1,i/ξ2,i ����� 	� ������
��� i �� � ��� �	
ξ′2Weie

′
iξ2

ξ′2Wξ2
� ���� ��������

��� �������� &�	'(���������)�� ����
��	� ���� ������� ŵ∗
i (ξ

(b)) =
ξ
(b)
2

′
Weie

′
iξ

(b)
2

ξ
(b)
2

′
Wξ

(b)
2

*

β̂∗
RB = β̂RB(ξ,Σ; ŵ) = E

[
β̂w(ξ

(a), 2Σ; ŵ∗(ξ(b)))
∣∣∣ξ] . �+�

��� 
	��	���� ���	��
 ��	�� ���� β̂∗
RB �� ���
��	������� � �������� �	 β̂2SLS �� ���

���	���� ������,�� ����� ��� �� �����
	�� ���
��	������� �-����� �
 ��� ���	�� ��� ����

������� ��	� ��� π → ∞ ���� ‖π‖/mini πi = O(1)� ���	 ‖π‖(β̂∗
RB − β̂2SLS)

p→ 0�

��� �	�����	� ���� ‖π‖/mini πi = O(1) �
	���� �	 �� ����
���	� ���� ��� .��������/

	
 ��� ������
���� �� 	
 ��� ��
� 	����� 0� ��������� ���	� �� "����	� 1�2� ���� ����
�'

��	� ��� �� ������� �� ����,���� ��� ������
�����

�	 ���������� ��� ���	��
 1�3 �	���� �	������ ��� .	�����/ ������� w∗
i =

π′Weie
′
iπ

π′Wπ
�

4� �� ���� �	 ��� ���� ŵ∗
i − w∗

i

p→ 0 �� ‖π‖ → ∞� 5	������ ��� 	����� �������� ����'


��	� β̂o
RB = β̂RB(ξ,Σ;w

∗)� ��� ��� 	����� �	
������	� 	
 ���������� !"#" ����
��	��

36



β̂o
2SLS =

∑k
i=1 w

∗
i
ξ1,i
ξ2,i

� �� �����	
�� �
�
��� �� ����	 ��	� �� ���� ���� ����
��
��� 
�
�	 
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�����	
� ��������
��� 
� ��
 �	 �		
 ���� ‖π‖(β̂o
2SLS − β̂2SLS)

p→ 0 �� ‖π‖ → ∞�

�����	�� �
	 ��
 ���� ���� β̂o
RB = β̂w(ξ,Σ;w

∗) =
∑k

i=1 w
∗
i β̂U(ξ(i),Σ(i))� �

�	 ��
�


� ���� β̂o
2SLS �
�� β̂U(ξ(i),Σ(i)) �	����

� ξi,1/ξi,2� 
� ������� �� ��	��	� �� ����

‖π‖(β̂o
RB−β̂o

2SLS)
p→ 0� ��	��	�  �! ��	
 ������� �� ����

� ���� ‖π‖(β̂RB−β̂o

RB)
p→ 0�

��
�� ������� ��� 	��	
�
���� ��	 ���	 �	���
� ���� ���� ����	 
�
�	 ��	� 
�� ��	�� ��	

��������
� �
���
���
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����� ��� �	"�
�	� ���	 ���
�
�
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��	 	��
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RB ������	� ���&	 ��� �	 &
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� �	����	 
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� ��������'
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 	%�	
�
�
 �� ��	
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� �
 	��
���	 �� ��	



&	��	 �� ��	 &��
�
�	 ����
% �� ��	 ���	
�� ξ1 − βξ2� ��
�� ��	 +,, 	��
����� �	��

����	 �� 1	��� �	�

ŵ∗
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